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Розділ 1 Практичні заняття та самостійна робота 
 
1 Кінематичний аналіз споруд 
 
Теоретичний матеріал викладено у главі 9 [ ]1 , у розділі 1 [ ]2  та у 
главі 1 [ ]3 . 
Вправи 
1.1. Чи можна скористатися формулою 03 ССУW −−=  для визначення 
ступенів вільності: а) балок та рам; б) комбінованих систем? 
1.2. Дати визначення геометричної змінюваності, миттєвої змінюваності. 
1.3. Визначити кількість простих шарнірів у з’єднаннях наведених на 
рисунку 1.1,а, б. 
 
1.4. Що можна сказати про геометричну незмінюваність споруди, для 
якої визначено 1−=W ? 
1.5. Довести геометричну незмінюваність системи, наведеної на 
рисунку 1.2,а. 
 
Розв’язання. Наведена система є комбінованою (точніше аркою з 
ламаною затяжкою), отже число ступенів вільності визначаємо за формулою 
Чебишова: 023 СШДW −−= , Вважаючи диском кожен стержень (AC, BC, AD, 
LEELDKKDEEEDDEDB ′′′′′′′′ ,,,,,,, ), одержимо Д=11. Шарніри у точках 
LKLKCBA ′′,,,,,,  з’єднують по два стержні, тобто є простими; шарніри  у 
точках EDED ′′,,,  з’єднують по три стержні, отже кожен з них еквівалентний 
двом простим шарнірам. Таким чином маємо 15 простих шарнірів: 
Ш=7+2*4=15. Шарнірно нерухома опора у точці А містить дві опорні в’язі, 
шарнірно рухома у точці В – одну опорну в’язь, загалом .30 =C  
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Отже, число ступенів вільності цієї системи становить 
03152113 =−⋅−⋅=W . Необхідна умова геометричної незмінюваності 
виконана. 
Переходимо до аналізу геометричної структури. До диску АС двома 
стержнями АD та KD приєднана точка D, отже ACKD можна вважати одним 
диском. Далі аналогічно стержнями DE та LE приєднана точка E, отже тепер 
можна вважати диском частину ACDE (рис. 1.2,б). Аналогічно збирається диск 
DEBC ′′ . Утворені диски з’єднуються між собою стержнем E E ′  та шарніром у 
точці C, не розташованим на прямій EE ′ ; отже ці два диска можна вважати 
одним цілим разом зі стержнем EE ′ . Останній диск приєднується до основи 
(диск - земля) трьома опорними стержнями (у опорах А та В). 
Остаточно робимо висновок, що система геометрично незмінювана. 
Оскільки для неї W=0, зайві в’язі відсутні, тобто система статично 
визначувана. 
1.6. Дослідити геометричну незмінюваність системи, наведеної на 
рисунку 1.3,а. 
Розв’язання. Наведена система складається з прямих стержнів, що 
з’єднуються між собою тільки шарнірно, тобто являє собою ферму. Отже 
кількість ступенів вільності визначаємо за формулою: 02 ССУW −−= . Вузли 
позначені на рисунку 1.3,а цифрами від 1 до16: У=16. Кількість стержнів 
становить С=28. Кількість опорних в’язей 40 =C . Підрахунок  дає: 





Перевіряємо геометричну структуру системи. Оберемо будь-який 
трикутник стержнів, наприклад 1-2-9, як відому найпростішу геометрично 
незмінювану систему – диск. Приєднуючи послідовно за допомогою пар 
стержнів вузли 10, 11, 3, 4, та 12, одержимо диск 1-9-12-4 (рис. 1.3,б). 
Аналогічно, починаючи з трикутника 7-8-16, послідовно приєднуємо вузли 15, 
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вузли 1 та 8 приєднані до основи парами стержнів, ці вузли належать диску-
землі. Таким чином, маємо три диски (1-9-12-4, 5-13-16-8 та диск-земля), 
з’єднані шарнірами у точках 1 та 8 і парою стержнів 4-5 та 12-13. Оскільки 
стержні 4-5 та 12-13 паралельні один одному, можна вважати, що точка їхнього 
перетину знаходиться у нескінченності. Ця точка перетину є миттєвим центром 
обертання дисків 1-9-12-4 та 5-13-16-8 один відносно одного, тобто умовним 
шарніром. Отже, маємо систему у вигляді трьох дисків, з’єднаних трьома 
шарнірами. Оскільки один з них знаходиться у нескінченності, можна вважати, 
що пряма 1-8 пройде у нескінченності, тобто  і через третій шарнір. Таке 
розташування шарнірів свідчить про миттєву змінюваність системи. 





Розв’язання. Наведена система – це горизонтальні стержні, розташовані 
на опорах, тобто балка. Для визначення ступенів вільності користуємося 
формулою Чебишова. Кількість дисків – 4 ( HDGHEGAE ,,, ); кількість 
простих шарнірів – 3 ( HGE ,, ); опорних в’язей – 6 (три у затисненні A та по 
одній у шарнірно-рухомих опорах DCB ,, ). Маємо 063243 =−⋅−⋅=W , тобто 
необхідна умова геометричної незмінюваності виконана. 
Перевіряємо геометричну структуру. Почнемо збірку з диску-землі- 1 
(рис. 1.4,а). До нього у точці А жорстко приєднаний стержень АЕ, отже разом з 
1 утворює новий диск – 1,2 ( опорний стержень у точці В є зайвим). Далі 
шарніром у точці Е та опорним стержнем у точці С приєднаний стержень EG , 
тобто маємо новий диск 1,2,3.  Подальше приєднання стержня HD  
здійснюється двома стержнями - GH  та опорним у точці D , що недостатньо 
для нерухомого з’єднання. Отже, розглянута система є геометрично 
змінюваною. Зазначимо, що цей висновок можна було зробити раніше, коли 
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була виявлена зайва в’язь у точці В. Дійсно, якщо у системі з 0=W  хоча би 
одне із з’єднань має зайву в’язь, у інших з’єднаннях цієї в’язі буде недоставати. 
1.8. Самостійно перевірити геометричну незмінюваність систем, 




2 Розрахунок статично визначуваних рам 
 
Теоретичний матеріал викладено у главі 2 [ ]1  та у главі 3 [ ]3 . 
Вправи 
2.1. Побудувати епюри внутрішніх зусиль в рамі, наведеній на 
рисунку 2.1,а. 
Розв’язання. В першу чергу визначаємо опорні реакції. Для цього 
використовуємо рівняння рівноваги усієї рами. Ці рівняння бажано складати 
так, щоб у кожне входило лише одна з реакцій: ( ) 0115,1311;0 =⋅−+⋅⋅+⋅∑ = FMqVM BA ,  













звідки ( ) кНRA 511/5,13819 =⋅⋅+= ; 
03;0 =⋅−=∑ qHx B , звідки кНH B 2438 =⋅= . 
 
 
Оскільки горизонтальна реакція обчислена доволі просто, перевірки 
потребують лише вертикальні реакції. У цьому разі достатньо взяти проекцію 
сил на вертикальну вісь: 
01275 =−+=−+=∑ FVRy BA . 
Умова рівноваги виконана, отже, реакції обчислені вірно. 
Для побудування епюр внутрішніх зусиль розіб’ємо раму на ділянки. 
Маємо 5 ділянок (AC, CD, DE, DG, GB). 
Спочатку побудуємо епюру M . 
 Першою розглянемо, наприклад, ділянку AC . Оскільки розподілене 
навантаження на ділянці відсутнє, моменти змінюються за лінійним законом. 
Отже, для побудови епюри достатньо обчислити моменти у двох перерізах. Для 
перерізу, що знаходиться нескінченно близько до лівого краю ділянки, момент 
позначимо лівM . При цьому зручно розглянути сили, розташовані ліворуч від 
перерізу: кНмMM лів 19−=−= . Момент у перерізі, розташованому нескінченно 
близько до правого кінця ділянки позначимо правM . Його визначення також 
зручно здійснити через сили, розташовані ліворуч від перерізу: 
кНмMRM Aправ 419353 −=−⋅=−⋅= . Відкладаючи значення моментів 
перпендикулярно до осі стержня (додатні - донизу, від’ємні – доверху), 
з’єднуємо їх прямою лінією і отримуємо епюру на розглянутій ділянці 
(рис. 2.1,б). Нагадаємо, що при такому відкладанні значень моменти 
розташовуються з боку розтягнутих  шарів стержнів. 
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Далі розглянемо, наприклад, ділянку CD . Характер епюри, а отже, і 
кількість необхідних перерізів така сама, як і на попередній ділянці. Маємо: 
 кНмMRM Aлів 419353 −=−⋅=−⋅= ; 
кНмMRM Aправ 2119858 =−⋅=−⋅= . 
Аналогічно обчислюємо моменти на ділянці DE : 
0;363123 ==⋅−=⋅−= правлів MкНмFM , 
та на ділянці DG : 
кНмqHVM BBлів 575,238424375,2)3(43 =⋅⋅−⋅+⋅=⋅⋅−⋅+⋅= , 
кНмqHVM BBправ 75,515,13832425,275,1)3(325,2 =⋅⋅−⋅+⋅=⋅⋅−⋅+⋅= . 
На ділянці GB  діє рівномірно розподілене навантаження, отже моменти 
змінюються нелінійно (точніше епюра повинна бути окреслена за квадратною 
параболою) і необхідно визначити моменти мінімум у трьох точках. На лівому 
кінці маємо: =⋅⋅−⋅+⋅= 5,1)3(325,2 qHVM BBлів  
кНм75,515,13832425,27 =⋅⋅−⋅+⋅= ,  
на правому – 0=правM . 
Додаткове третє значення згинаючого моменту зручно визначити у 
перерізі в середині ділянки. Цей момент зручно виразити через згинаючі 
моменти на кінцях ділянки відповідно до рисунку 2.2, розкладаючи 






















У наведеному виразі l  - довжина лінії 
розподілу навантаження, α  - кут між віссю 
стержня та лінією розподілу навантаження.  
За обчисленими значеннями на 
рисунку 2.1,б побудована епюра згинаючих моментів. 
 
Перевірку епюри моментів виконуємо за рівновагою вузлів. 
Вузол C  наведений на рисунку 2.3,а. Моменти на кінцях стержнів у вузлі 
прикладаємо виходячи з розташування розтягнутих шарів. На рисунку цей бік 
стержнів позначено штриховою лінією. Перевіряємо суму моментів, що діють 
на вузол: 044 =−=∑M , отже умова рівноваги виконана. 
а 
Рисунок 2.3














Так само перевіряємо рівновагу іншого вузла - D  (рис.2.3,б). Маємо: 
0362157 =−−=∑M , тобто і цей вузол знаходиться у рівновазі. 
Визначення поперечних сил зручно здійснювати через вже обчислені 









−= ,  
де: l  - довжина стержня; q  - інтенсивність навантаження, перпендикулярного 
до осі стержня. Зауважимо, що моменти на кінцях стержнів необхідно брати з 
урахуванням їх знаків, а розташування знаків перед доданком / 2ql  відповідає 
навантаженню спрямованому донизу. 
На ділянці AC  розподілене навантаження відсутнє, тому поперечна сила 







194 =−−−=−= , 
де l  - довжина стержня (у нашому випадку мl 543 22 =+= ). 
Аналогічно далі маємо: 
на ділянці CD : ( ) кНQ 5
5
421 =−−= ; на ділянці DE : ( ) кНQ 12
3
360 =−−= ; 






Нарешті, на ділянці GB  при наявності розподіленого навантаження, яке 




























За цими значеннями на рисунку 2.1,в побудована епюра поперечних сил. 
Переходячи до побудови епюри поздовжніх сил, перш за все, 
використовуючи метод перерізів, обчислюємо поздовжню силу в консольній 
частині рами – на ділянці DE . Розглядаючи праву частину, одержимо: 0=DEN .  


















Почнемо з двостержневого вузла C   (рис. 2.4,а).  Прикладаємо на кінцях 
стержнів у вузлі відомі з попереднього розрахунку поперечні сили та невідомі 
поздовжні сили. Нагадаємо, що додатні поперечні сили повинні обертати вузол 
за годинниковою стрілкою, а додатні поздовжні сили спрямовані від вузла. 
















1 кНN −=⋅+−=  06,048,032 =⋅−⋅=N . 
Далі розглянемо рівновагу вузла D  (рис. 2.4,б): 
0sincos2,4 32 =++−=∑ αα NNNx DE , звідки кНN 6,56,0
8,02,4
3 −=⋅−= . 
Оскільки усі зусилля у вузлі знайдені, невикористану умову рівності 
нулю суми проекцій сил на вісь y  можна використати для перевірки:  
∑ =⋅+⋅+−=+−−= 06,02,48,06,5125sin2,4cos125 3 ααNy , 
тобто вузол знаходиться у рівновазі. 
Зазначимо, що на ділянці GB  діє рівномірно розподілене навантаження, 
що не перпендикулярне до осі стержня. У цьому разі поздовжня сила у межах 
ділянки буде лінійно змінюватися. Значення цієї сили у верхньому перерізі 
співпадає зі значенням на ділянці DG : кНNN верх 6,534 −== . Значення у 
нижньому перерізі можна визначити розглядаючи рівновагу окремо розглянутої 
частини стержня або методом перерізів. У останньому випадку, розглядаючи 
нижню частину, маємо: 
кНHVN BB
нижн 8,86,0248,07sincos4 =⋅+⋅−=+−= αα . 
За обчисленими значеннями на рисунку 2.1,г побудована епюра 
поздовжніх сил. 
2.2. Побудувати епюри внутрішніх зусиль в рамі, наведеній на рисунку 
2.5,а. 















Зазначимо, що моментна точка K  обрана на перетині ліній дії реакцій 
AV  та BR  так, щоб моменти цих реакцій були відсутні у рівнянні рівноваги. У 
цьому разі реакція AH  визначається безпосередньо через задане навантаження. 
Для перевірки реакцій можна використати проекцію сил на вісь x : 
01212;0 =−=−=∑ BA RHx . 
При побудові епюр внутрішніх сил кожен прямий стержень цієї рами 
може розглядатися як окрема ділянка, оскільки навантаження на стержнях не 
змінюється або зовсім відсутнє. 
 12
 
Епюру згинаючих моментів почнемо будувати починаючи, наприклад, з 
ділянки AC . Для визначення знаків згинаючих моментів на вертикальних 
стержнях рами оберемо точку на рисунку рами («зірочка» на рис. 2.5,а). 
Обертаючи раму навколо цієї точки так, щоб розглядуваний вертикальний 
стержень розташувався над нею, визначаємо, що переріз стержня AC  біля 
точки A буде лівим перерізом ділянки, переріз біля точки C  - правим, а низ 
стержня розташується з боку обраної «зірочки». Тепер визначаємо: 
кНмHMM Aправлів 1445;0 −=⋅−== . 
На ділянці СD  маємо: 




14472 2 −=⋅+−−= . 
І, нарешті, на ділянці DB  відповідно до розташування ділянки над 
«зірочкою» маємо на лівому кінці кНмRM Bлів 725,2 −=⋅−= , а на правому 
0=правM .  
Епюра моментів наведена на рисунку 2.5,б. Рівновагу вузлів на цій епюрі 
неважко перевірити за рисунком. 
Поперечні сили визначаємо з урахуванням того, що навантаження на усіх 





мкНq /4=  
A
B

































Ділянка AC : кНQ 8,28
5
0144 −=−−= . 










Ділянка DB : кНQ 8,28
5,2
720 =+= . 
Епюра поперечних сил наведена на рисунку 2.5,в. 
Поздовжню силу на ділянці DB  визначаємо методом перерізів: 0=DBN . 
 
Інші поздовжні сили визначаємо з рівноваги вузла C  (рис. 2.6,а): 
кНNкНN CDAC 8,28;24 −=−= . 
Епюра поздовжніх сил наведена на рисунку 2.5,г. Перевірку поперечних 
та поздовжніх сил виконаємо за рівновагою вузла D  (рис. 2.6, б). 
2.3. Побудувати епюри внутрішніх зусиль в рамах, наведених на 
рисунку 2.7. 
Рекомендація. Для визначення опорних реакцій рами (рис. 2.7,а) бажано 
використати умови рівності нулю сум моментів відносно точок K  та L  а також 
суму проекцій сил на вісь y . Перевірку реакцій можна виконати проектуючи 
сили на вісь x . 
 










м5,2 м2  
м3
м3










3 Розрахунок статично визначуваних ферм 
 
Теоретичний матеріал викладено у главі 3 [ ]1 , у розділі 3 [ ]2  та у 
главі 4 [ ]3 . 
Вправи 
3.1. Визначити нульові стержня у фермі, наведеній на рисунку 3.1 
Розв’язання. Реакції опор ферми при заданому навантаженні будуть 
вертикальними. У цьому неважко упевнитись записавши суму проекцій сил на 
горизонтальну вісь.  
Далі переглядаємо вузли ферми і перевіряємо наявність ознак нульових 
стержнів.  
 
Почнемо з вузла 1. Це – двостержневий вузол, у якому сила – реакція 1R
 - діє вздовж стержня 1-2, отже інший стержень (1-3) нульовий.  
Далі розглядаємо вузол 2. Цей вузол – тристержневий і не має 
навантаження. Оскільки два з його стержнів (1-2 та 2-4) лежать на одній прямій, 
маємо третій стержень (2-3) нульовий.  
У вузлі 3 стержні 1-3 та2-3 нульові, тобто їх можна не враховувати. Отже. 
тепер у цьому вузлі залишаються два стержні – 3-4 та 3-5, через відсутність 
навантаження ці стержні також нульові. 
У вузлі 5 тепер також залишаються два стержні – 4-5 та 5-7, навантаження 
відсутнє, отже ці стержні нульові. 
Відкинувши у вузлі 4 доведені нульові стержні, одержимо тристержневий 
ненавантажений вузол, у якому два стержні (2-4 та 4-6) лежать на одній прямій. 
Отже третій стержень – 4-7, що не належить цій прямій – нульовий. 
Аналогічно вузол 6 є тристержневим вузлом, у якому відсутнє 
навантаження, і два стержні (4-6, 6-10) лежать на одній прямій. Отже, третій 
стержень, що не лежить на цій прямій є нульовим. 
У вузлі 7 після відкидання доведених нульових стержнів залишаються два 



















Далі у вузлі 8 нульові стержні 8-8 та 8-15; у вузлі 9 нульові стержні 9-10 
та 9-15; у вузлі 15 нульові стержні 10-15 і 15-16; у вузлі 16 нульові стержні 10-
16 і 16-17; у вузлі 18 нульовий стержень 12-18; нарешті у вузлі 20 нульові 
стержні 14-20 та 19-20. 
Отже наведена ферма при заданому навантаженні має 21 нульовий 
стержень. 
3.2. Способом вирізання вузлів визначити зусилля у стержнях ферми, 
наведеної на рисунку 3.2. 
 
Розв’язання. Довжина однієї панелі ферми становить мld 4
4
== . 












Горизонтальна реакція у шарнірно-нерухомій опорі при заданому 
вертикальному навантаженні відсутня. Перевірку вертикальних реакцій 
виконаємо спроектувавши сили на вертикальну вісь: 
.0211425,1975,1521 =−−+=−−+=∑ FFRRy BA  
Позначимо номерами вузли ферми (рис. 3.2) і перейдемо до вирізання 
вузлів. 
Починаємо з двостержневого вузла: наприклад, з вузла 1 (рис. 3.3,а). 




















=+==+= αα  обчислені з прямокутного 
трикутника, утвореного вузлами 1 ,3 та 7 ферми. 


















Далі переходимо до вузла 2, у якому невідомими є два зусилля у стержнях 
2-3 та 2-6. Рівняння рівноваги цього вузла розглядати не варто, оскільки маємо 
окремий випадок тристержневого вузла. Дійсно, у цьому вузлі два стержні 
лежать на одній прямій, а навантаження спрямоване вздовж третього стержня. 
Отже, зусилля у стержнях, розташованих на одній прямій 
однакові - кНNN 212132 == −− , а зусилля у третьому стержні дорівнює вузловій 
силі - кНFN 14162 ==− . 
Наступний вузол з двома невідомими зусиллями – вузол 6 (рис. 3.3,б). 





























Розв’язання системи дає: .67,11;58,14 6376 кНNкНN −=−= −−  
Далі вузли розглядаємо в такому порядку. 













































































Вузол 4 (рис. 3.2) тристержневий, не має навантаження, два стержні 
лежать на одній прямій. Отже, маємо окремий випадок вузла ;084 =−N  
кНNN 656,254354 == −− . 
Вузол 5 (рис.3.3,д): 
.08,32;0sin;0 8585 кНNNRy B −=⇒=⋅+=∑ −− α  
Друге рівняння рівноваги використаємо для перевірки: 
.0011,08,008,32656,25cos8554 ≅=⋅+−=−−=∑ =− αNNx  
Зусилля в усіх стержнях обчислені. Для перевірки додатково розглянемо 
рівновагу вузла 8 (рис.3.3,е): 










=⋅−−⋅−=∑ −−−− ααα NNNNy  
Отже, зусилля обчислені вірно. 
3.3. Самостійно визначити зусилля у стержнях ферми, наведеної на 
рисунку 3.4. 
 
3.4. Раціональним способом визначити зусилля у стержнях, позначених на 
рисунку 3.5. (Раціональним вважати такий спосіб, який по можливості дозволяє 













Розв’язання. Обчислюємо опорні реакції: 
;10;0442481241212;0 кНRRM BBA =⇒=⋅+⋅+⋅−⋅−⋅=∑  
;14;0124424812412;0 кНVVM AAB =⇒=⋅−⋅+⋅+⋅+⋅=∑  
.8;044;0 кНHHx AA =⇒=−−=∑  
Перевіряємо реакції: 
.02410141212 =−+=−−+=∑ BA RVy  
Для визначення зусиль у першому та другому стержнях раціонально 
використати переріз I-I. Подумки відкинемо ліву частину ферми і позначимо 
зусилля у перерізаних стержнях 721 ,, NNN , спрямовуючи їх у бік відкинутої 
частини ферми, тобто вважаючи їх додатними. 
Двоє із зусиль у перерізі I-I ( 2N  та 7N ) перетинаються у точці, яку 
позначимо 1m . Ця точка є моментною (точкою Ріттера) для зусилля 1N , отже 
застосовуємо спосіб моментної точки: 
,49,8
414,1
21024;0242;0 1111 кнNrNRM Bm −=
⋅−⋅=⇒=⋅−⋅+⋅−=∑  
де мr 414,145cos2 01 =⋅= . 
Для визначення зусилля 2N  застосуємо спосіб проекцій, оскільки два 
інші зусилля ( 1N  та 7N ) паралельні один одному. Отже. проектуючи сили на 





2 кНNNRy B ==⋅−⋅⋅−⋅=∑  
Далі для визначення зусилля у стержні 3 проведемо переріз II- II через три 
стержні. Відкинувши праву частину ферми, одержимо зусилля 653 ,, NNN  у 
перерізаних стержнях. Оскільки зусилля 5N  та 6N  перетинаються у точці 3m , 
ця точка є моментною для зусилля 3N . Отже, записуючи моменти лівих сил 

































41448;0244;0 333 кНNNVHM AAm −=
⋅−⋅=⇒=⋅−⋅−⋅=∑  
Самостійно, використовуючи раціональні способи, обчислити зусилля 
7654 ,,, NNNN . 
3.5. Застосовуючи раціональні способи, самостійно обчислити зусилля у 
позначених рискою стержнях ферм, наведених на рисунку 3.6. 
 
Рекомендації. Для ферми (рис. 3.6,а) попередньо визначити нульові 
стержні і далі вважати їх відсутніми. Для ферм ( рис. 3.6,б,г) можна застосувати 
способи моментної точки та проекцій при використанні перерізів, які проходять 








кНF 202 =кНF 121 =
мl 18=

















4 Розпірні системи 
 
Теоретичний матеріал наведено у главі 4 [ ]1 , у розділі 4 [ ]2  та у главі 5 [ ]3
. 
Вправи 
4.1. Визначити зусилля у перерізах 1 та 2 тришарнірної арки (рис. 4.1,а). 
 























Перевірка цих реакцій дає: 
,0101648,312,4216 =−⋅−+=−⋅−+=∑ FqVVy BA  отже, вертикальні реакції 
обчислені вірно. 
Обчислюємо розпір з умови рівності нулю згинаючого моменту у шарнірі 
























y  мкНq /4= кНF 10=
r
мl 152/ = мl 152/ =
мf 6=
м7  м7












отже, розпір обчислений вірно. 
Визначаємо балочні зусилля у заданих перерізах. Користуючись 




































lfr =⋅+=+=  
Тригонометричні функції кута нахилу дотичної до осі арки у заданих 
перерізах обчислюємо за формулами: 
r
xl −= 2/sinϕ , ϕϕ 2sin1cos −= . 
Маємо: ;930,0368,01cos;368,0
75,21
715sin 211 =−==−= ϕϕ  
( ) .930,0368,01cos;368,0
75,21
2315sin 222 =−−=−=−= ϕϕ  
Ординати точок на осі арки одержимо за виразом: ( ).cos frry −−= ϕ  У 




















































4.2. Побудувати епюри внутрішніх зусиль у тришарнірній рамі (рис. 4.2). 
Розв’язання. Визначаємо опорні реакції. Враховуючи, що ця рама має 
тільки вертикальне навантаження, горизонтальні реакції опор будуть однакові. 


















































 Отже, реакції обчислені правильно. 
Для побудування епюр внутрішніх зусиль застосовуємо далі звичайну 
методику розрахунку рам. Розбиваємо раму на ділянки. Ними будуть окремі 
стержні AD  та BE , оскільки у їхніх межах навантаження або відсутнє ( AD ), 
або не змінюється ( BE ); а також ділянки ECCD −−−− 2,2,1,1 , на які 
поділяє стержні DC  та CE  присутнє на них навантаження. 
 








































EC === −− α  
Побудування епюри згинаючих моментів виконуємо за методикою , 
застосованою у вправі 2.1. 
Ділянка AD . За умови відсутності розподіленого навантаження епюра 


















.66,0632,50621,5066;0 кНмHVMM Aправлів −=⋅−⋅=⋅−⋅==  
Ділянка 1−D : 













− α  
 








DCDAлів α  
Останнє обчислення є контрольним, оскільки згинаючий момент у 
шарнірі (переріз C ) повинен дорівнювати нулю. 






=⋅+⋅−⋅⋅−⋅== = α  








=⋅+⋅−⋅⋅−⋅= − α  
Оскільки на ділянці діє розподілене навантаження, епюра моментів окреслена 
за кривою, отже, необхідно визначити згинаючий момент у проміжній точці. 
Такою точкою візьмемо точку у середині ділянки. Цей момент обчислимо 


















































Обчислюємо поперечні сили аналогічно вправі 2.1. 









лівправ −=−−=−=  












Аналогічно для ділянок C−1 : 
кНQ 73,15
21,4
21,660 −=−=  




кНQ =−=  
На ділянці E−2  діє рівномірно розподілене навантаження, що 














































За цими результатами на рисунку 4.4 побудована епюра поперечних сил. 
Поздовжні сили краще визначити безпосередньо методом перерізів. 
Ділянка AD : 
.07,71707,032,50707,021,50cossin кНHVN ADADA −=⋅−⋅−=⋅−⋅−= αα  















.62,63949,032,50316,021,50cossin кНHVN DCDCA −=⋅−⋅−=⋅−⋅−= αα  























=⋅−⋅⋅+−== − αα  























4.3. Визначити внутрішні зусилля у перерізі 1 тришарнірної арки 
(рис. 4.6,а) та у зоні приєднання підвищеної затяжки. Обрис осі арки – парабола 
( ).4 2 xlxl
fy −=
 




































Перевіряємо реакції: ( ) .020866,224,458 =−⋅−+=−⋅−+=∑ FqVVy BA  
Далі розрізаючи затяжку визначимо зусилля затN  з умови рівності нулю 






















































21 мy =−⋅⋅⋅=  
Ордината, відрахована від затяжки: ( ) ( ) .75,13575,311 мffyy =−−=′−−=′  




мl 102/ = мl 102/ =




















Тригонометричні функції кутів нахилу дотичної у заданих точках осі 
арки: 


















1121 =⇒−=⇒−=⋅−⋅= ϕϕϕtg  
Балочні зусилля у заданих перерізах обчислюємо за рисунком 4.6,б: 





































cos 31,9 0,83 26,48 ;
sin 31,9 0,556 17,74 .
D н D
D н D D







= = ⋅ =
= − = − ⋅ = −
 
























































4.4. Самостійно визначити внутрішні зусилля у перерізах арки (рис. 4.6,а), 
нескінченно близьких ліворуч та праворуч до точки прикладання зосередженої 
сили. 
4.5. Обчислити зусилля у позначених на рисунку 4.7 стержнях ферми. 
Розв’язання. Маємо тришарнірну арочну ферму. Неважко помітити, що 
при заданому вертикальному навантаженні горизонтальні реакції будуть 
однакові. Позначимо ці реакції H . 
Визначаємо вертикальні реакції: 
( ) ;30
24




24;01284;0 кНFVVFM AAB ==⇒=−++⋅=∑  
Перевірка цих значень виконується: 
.010430104;0 =⋅−+=−+=∑ FVVy BA  
 
Для визначення горизонтальної реакції (розпору) проведемо переріз III- 
III і запишемо суму моментів правих сил відносно точки C  - точки перетину 










Перевіряємо розпір за сумою моментів лівих сил: 
.01210524125;0 =⋅−⋅=⋅−⋅=∑ AC VHM  
Для визначення зусилля у першому стержні проведемо переріз I-I через 
три стержні. Оскільки зусилля 43 , NN  паралельні одне одному, застосуємо 
спосіб проекцій: 
.0sinsincos;0 11 =⋅+⋅−⋅=∑ αββ NHVy A  

















+= ααβα arc . 








N A −=⋅+⋅−=+−= α
ββ
 
Для визначення зусилля у другому стержні проведемо переріз II- II через 
три стержні. Застосуємо спосіб моментної точки, оскільки зусилля 65 , NN  










кНF 10=  
































де мh 94,1cos22 =⋅= β  - плече зусилля 2N  відносно моментної точки 2m . 
4.6. Самостійно обрати раціональні способи визначення зусиль в усіх 
стержнях ферми (рис. 4.7). 
 
5 Визначення переміщень 
 
Теоретичний матеріал викладено у главі 7 [ ]1 , у розділі 5 [ ]2  та у главі 7 3
. 
Вправи 
5.1. Знайти прогин посередині прогону балки постійної жорсткості EI , 
наведеної на рисунку 5.1,а. 
Розв’язання. У результаті розрахунку балки на задане навантаження 
одержимо вантажну епюру згинаючих моментів M  (рис. 5.1,б). 
У допоміжному стані у середині прогону (т. K ) прикладаємо вертикальну 
силу 1=KF  (рис. 5.1,в). У результаті розрахунку допоміжного стану одержимо 
одиничну епюру згинаючих моментів M  (рис. 5.1,г). 
 
Для перемноження епюр балку необхідно розбити на дві ділянки: AK  та 
KB . 
На ділянці AK  обидві епюри лінійні, отже можна застосувати правило 
Верещагіна. Оскільки обидві епюри лінійні і прості (для них відомі площа та 






























=ω , а 
центр ваги розташований на відстані 2/3 довжини від лівого кінця. Ординату 0y  
під цим центром ваги необхідно узяти на нижній (обов’язково лінійній) – 
одиничній епюрі (рис. 5.2,а). Якщо відома відносна відстань ε  ординати від 
вершини трикутника, її можна визначити за рисунком 5.2,в: hy ε= . У нашому 




lly =⋅= . 
 
На ділянці KB  вантажна епюра нелінійна (квадратна парабола), отже при 
застосуванні правила Верещагіна необхідно брати площу саме цієї епюри. Ця 
епюра не є стандартною квадратною параболою, оскільки її вершина 




 з тим значенням, яке повинно бути, якби вершина квадратної 












l⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠– довжина ділянки). У такому 
разі простіше для перемноження епюр скористатися формулою Сімпсона. За 
рисунком 5.2,б одержимо:
2 2/ 2 4 0 0
6 16 4 16 8
l q l l q l l⎛ ⎞⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅⎜ ⎟⎝ ⎠
. 
















⎛ +⋅+⋅⋅=Δ  
5.2. Самостійно обчислити кут повороту середнього перерізу балки, 

























5.3. Обчислити взаємний кут повороту перерізів у шарнірі C  рами, 
наведеної на рисунку 5.3,а при 250000кНмEI = . 
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Розбиваємо раму на ділянки: GBCGECDEAD ,,,,  і, обчислюючи 









































Обираємо допоміжний стан рами, для чого по обидва боки шарніру C  
прикладемо спрямовані назустріч один одному зосереджені моменти 11 =M  
(рис. 5.3,в). 



















Розбиваючи раму на такі самі ділянки, як і при розрахунку на задане 
навантаження, обчислюємо згинаючі моменти у допоміжному стані. За цими 
результатами на рисунку 5.3,г побудована епюра одиничних моментів 1M . 
Обчислюємо переміщення, перемножуючи епюри M  та 1M . Розглядаємо 





















































 На першій, другій, третій та п’ятій ділянках застосовано перемноження 
епюр за правилом Верещагіна, на четвертій – за формулою Сімпсона. Для 
визначення ординати 0y  у епюрі-трапеції (перша та друга ділянки) остання 
розбивається на два трикутника. 
За результатами розрахунків робимо висновок, що у шарнірі C  правий 
переріз повертається відносно лівого проти годинникової стрілки (у напрямку, 
протилежному напрямку 1M ) на кут 0,051
0.  
5.4. У попередній рамі обчислити вертикальне переміщення 
перерізу B . 
Розв’язання. Розрахунок на задане навантаження виконано у попередній 
вправі: епюра M  побудована на рисунку 5.3,б. 
Обираємо новий допоміжний стан. Для цього у точці B  прикладаємо 
одиничну вертикальну силу 12 =F  (рис. 5.4,а). 
Виконуємо розрахунок допоміжного стану. Пропускаючи розрахунки 
наведемо одиничну епюру 2M  на рисунку 5.4,б. 
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Отже, точка B  зміщується від заданого навантаження донизу на 6,1 см. 
5.5. Самостійно визначити горизонтальне переміщення точки E  та 
вертикальне точки C  рами, розглянутої у вправі 5.3. 
5.6. Обчислити поворот стержня 1-5 та вертикальне переміщення вузла 3 
ферми, наведеної на рисунку 5.5,а. Жорсткість усіх стержнів прийняти 
однаковою - EA . 
Розв’язання. Розраховуючи ферму на задане навантаження, одержимо 
зусилля, які наведені на стержнях на рисунку 5.5, б. 
Для визначення кута повороту необхідно прикласти до стержня 
одиничний момент, а потім розподілити цей момент на вузли на кінцях 
стержня. У результаті одержимо допоміжний стан, наведений на рисунку 5.5,в. 
Зусилля у допоміжному стані наведені на стержнях ферми (рис. 5.5,г). 






















































Вертикальне переміщення вузла 3 обчислити самостійно. 
5.7. Обчислити поворот стержня 1-5 та вертикальне переміщення вузла 3 
ферми, наведеної на рисунку 5.5,а при зміщенні лівої опори донизу на 3см, а 
правої – донизу на 1,5см. 
Розв’язання. Допоміжний стан для визначення кута повороту стержня 1-5 
наведений на рисунку 5.5,в. Користуючись значеннями реакцій, показаних на 
рисунку 5.5,в, обчислимо шуканий кут повороту: 
0
1 1 5 0,111 3 0,111 1,5 0,167 9,5 .i iR c радθ −Δ = = ⋅ = − ⋅ + ⋅ = − − = −∑  
Отже, при заданому осіданні опор стержень 1-5 повернеться проти 
годинникової стрілки на кут 9,5 0. 
Вертикальне переміщення вузла 3 обчислити самостійно. 
5.8. Температура усередині рами (рис. 5.6,а) становить + 23 0С,   а  
зовні - -19 0С. Знайти горизонтальне переміщення правого опорного перерізу 
рами, якщо температура при зведенні рами становила усередині та зовні +6 0С. 
Стійки рами виготовлені з двотавру №30, ригель –з двотавру №40. 
Розв’язання. Обираємо допоміжний стан рами, для чого прикладаємо на 
правій опорі одиничну горизонтальну силу (рис. 5.6,б). Розраховуючи раму у 
допоміжному стані, будуємо одиничну епюру згинаючих моментів (рис. 5.6,в). 
При побудуванні епюри 1M  нижніми вважалися внутрішні шари 
стержнів, отже, зміна температури нижніх шарів стержнів рами становить:  









в г 3/1  
3/1  
11 =M  
Рисунок5.5
41 =R  44 =R





Розбиваючи раму на три ділянки-стержня, вздовж яких висота перерізу, 


















⎛ ⋅+−⋅⋅+−⋅⋅+−⋅=∑ −=Δ −ωα
 




6 Метод скінченних елементів 
 
Теоретичний матеріал викладено у розділі 6 [ ]2  та у главі 9 3 . 
Вправи 
6.1. Скласти вектор вузлових сил для рами, наведеної на рис. 6.1,а. 
Розв’язання. Перш за все розіб’ємо раму на скінченні елементи та 
пронумеруємо вузли (рис. 6.1,а). Нагадаємо, що в якості вузлів беруться точки 
переламу або розгалуження осей, точки прикладання зосереджених сил та 
моментів, точки стрибкоподібної зміни жорсткості стержнів та точки 
стрибкоподібної зміни інтенсивності розподіленого навантаження. 
Призначаємо переміщення вузлів (рис. 6.1,б). Для цього у кожному вузлі 
спрямовуємо горизонтальне та вертикальне переміщення у напрямку осей 
відповідно x  та y , поворот спрямовуємо за годинниковою стрілкою. Номери 
цих переміщень призначаємо у названій послідовності розглядаючи вузли у 
порядку їх нумерації. Переміщення вузлів 5 та 6 не показані тому, що вони 
відсутні у цих опорних закріпленнях. 
Відповідно до переміщення вузлів спрямовуємо та нумеруємо вузлові 
сили (рис. 6.1,в). 
Визначаємо значення вузлових сил. Навантаження, прикладене до 



























Значення сил , що діють на кінці стержня, тобто на відповідні вузли на 





2lqMMlqFF правлівправлів ====  
мкНq /152 =
кНF 10=
























































































Вирізаючи вузли рами (рис. 6.1,г), прикладаємо вузлові навантаження та 
сили, що передаються від стержнів. Порівнюючи сили на рисунку 6.1,в з 
силами на рисунку 6.1,г, обчислюємо елементи вектора вузлових сил: 
( )





































MMF правлів =⋅−⋅=−=−= −−−−  






FFF прав −=⋅−=−=−== −−  








MF прав −=⋅−=−=−= −−  









FFF правлів =⋅+⋅=+=+= −−−−  






















.20;0;10 121110 кНмMFFкНFF −=−==−=−=  











































6.2. Виконати розрахунок рами (рис. 6.3) методом скінченних елементів. 
Чисельне співвідношення між жорсткостями на розтяг-стиск та згин становить 
EIEA 10= . Жорсткість ригеля у чотири рази більша жорсткості стояків. 
Розв’язання. Нумерацію вузлів показано на рисунку 6.3, переміщення 
вузлів та вузлові навантаження – відповідно на рисунках 6.4 та 6.5. Оскільки 
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переміщення опорних вузлів 4 та 5 відсутні, вузлові сили вздовж цих 
переміщень на рисунку 6.5 відсутні. Також відсутня узагальнена сила (момент), 















Складаємо вектор вузлових навантажень. Вектор навантажень для 
















Для отримання складових векторів навантажень у вузлах 2 та 3 розглянемо 





































Реакції балки протилежні за напрямком силам, які діють на вузли  на 

































Елементи векторів 4321 ,,, FFFF
rrrr
 складають вектор F
r
 вузлових 
навантажень рами. Виключаючи з цього вектора елементи, що відповідають 
нульовим переміщенням 1615141211106 ,,,,,, ΔΔΔΔΔΔΔ  у напрямку відсутнього 




























































































Матриці жорсткості обчислюємо починаючи з стержня 1-4. Для нього 
маємо обидва жорсткі кінці, жорсткості: на згин EI, на розтяг – EA=10EI та 
геометричні характеристики: 





















































3 =ql  5,37
8







Стержень 1-2 має жорсткий кінець на початку ( вузол 1) і шарнір у кінці 
(вузол 2). Жорсткість та довжина стержня такі самі, як у стержня 1-4, 





























Для стержня 2-3 з шарніром на початку (вузол 2) та затисненням у кінці 
(вузол 3) маємо: жорсткості на згин 4EI, на розтяг – 4EA=40EI; 
1cos;0sin;6;0;6 =α=α==Δ=Δ lyx . 





























Для стержня 3-5 з обома жорсткими кінцями маємо: 4;0cos;1sin ==−= lαα . 





























Додаючи один до одного відповідні елементи матриць жорсткості 



































= EIKr  
Викреслюючи з цієї матриці шостий рядок та стовпчик, що відповідають 































































































































































































































Складаємо вектори зусиль на кінцях стержнів від розподіленого 

















































































=′ −−−− qqqq rrrr  





















































































































































































































































































−=′+= −−−−−−−− qhSqhS r














































rrrrrrrr δδ  





При побудові епюр слід пам’ятати, що зусилля отримані у локальній 
системі координат. 
6.3. Виконати розрахунок ферми (рис. 6.11) методом скінченних 








Розв’язання. Пронумеруємо вузли як показано на рисунку 6.11 і 
покажемо переміщення вузлів (рис. 6.12). 
Враховуючи, що переміщення 08765 =Δ=Δ=Δ=Δ , складемо вектор 







































































Далі формуємо матриці жорсткості окремих елементів ферми. 
Стержень 1-3 (рис. 6.13, а).  


































Зусилля у статично невизначуваній системі не залежать від абсолютного 
значення жорсткості елементів. Отже за умови постійної жорсткості приймемо 






















Стержень 1-4 (рис. 6.13, б). 





































Стержень 1-2 (рис. 6.14). 


















































































Стержень 2-3 (рис. 6.15, а). 














































































































































































































−=⋅=Δ − FK rrr  



















































































































































































































































































































































Отже, зусилля в стержнях ферми від заданого навантаження такі: 
.2,12;91,23;17,26;58,13 4232214131 кНNNкНNкНNкНN −==−=−= −−−−−   
 
 
Розділ 2 Вихідні дані та методичні вказівки до  
розрахунково-графічних робіт 
 
7 Робота № 1. Розрахунок статично визначуваної ферми 
 






кН/м 2  
p, 










1 2 0,7 3,0 2,5 2,4 2 
2 2,2 0,8 3,5 2,6 2,6 3 
3 2,4 0,9 4,0 2,7 2,8 4 
4 2,6 1,0 4,5 2,8 3,0 5 
5 2,8 1,1 5,0 2,9 3,2 2 
6 3,0 1,2 5,5 3,0 3,4 3 
7 3,2 1,3 6,0 3,1 3,6 4 
8 3,4 1,4 6,5 3,2 3,8 5 
9 3,6 1,5 7,0 3,3 3,4 2 
10 3,8 1,6 7,5 3,4 3,6 3 
11 4,0 1,7 8,0 3,5 3,8 4 
12 4,2 1,8 8,5 3,6 4,0 5 
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Для заданої ферми: 
• обчислити вузлове навантаження при дії одиничного розподіленого 
навантаження на половині довжини ферми; 
• виконати розрахунок ферми на дію одиничного розподіленого 
навантаження на половині довжини ферми; 
• раціональними способами перевірити обчислені зусилля у заданій 
панелі; 
• виконати розрахунок на комп’ютері; 
• з умов симетрії записати зусилля від одиничного навантаження на 
іншій половині ферми; 
• визначити зусилля в стержнях ферми від постійного 
навантаження q ; 
• визначити зусилля від тимчасового навантаження p  на лівій 
половині ферми; 
• визначити зусилля від тимчасового навантаження p  на правій 
половині ферми; 
• обчислити розрахункові максимальні та мінімальні зусилля від 






















Продовження рисунку 7.1 



























Закінчення рисунку 7.1 
 
Приклад. Виконати розрахунок ферми, наведеної на рисунку 7.2 при 
постійному навантаженні ,/3 2мкНq =  тимчасовому навантаженні 
2/2 мкНp = , кроку ферм мb 4= , заданій панелі для перевірки №5. 
 
Розв’язання. 
1) Розрахунок на одиничне навантаження на лівій половині ферми. 
Вузлові сили обчислюємо з урахуванням вантажної ширини, що дорівнює 
відстані  b  між фермами покриття будівлі (кроку ферм): 
кНbdqFF 62/4312/41 =⋅⋅=⋅⋅== ; 
.1243132 кНbdqFF =⋅⋅=⋅⋅==  
1F  
2F  
3F  4F  
3 
4 




10 11 12 13 14 
2 
BRAR
мd 3=  
мh 22/ =  
мh 22/ =  
мdl 186 ==  
A  B  
α β  
Рисунок 7.2 
γ  1 2
3 4 5
6













































перевірка: .06121269274321 =−−−−+=−−−−+=∑ FFFFRRy BA  
Пронумеруємо вузли та стержні ферми. Першим призначаємо вузол на 
шарнірно нерухомій опорі, другим – вузол на шарнірно рухомій. Інші вузли 
нумеруємо у довільній – бажано логічній – послідовності. Така нумерація 
пов`язана з подальшим розрахунком на комп`ютері. Стержні ферми нумеруємо 
в будь-якій послідовності. Номери стержнів на рисунку 7.2 наведені в колах. 
Перевіряємо наявність окремих випадків рівноваги вузлів. 
Вузол 3 – двостержневий вузол, у якому навантаження діє вздовж одного 
зі стержнів: 6119 −=−= FN ; .01 =N  
Вузол 10 – тристержневий ненавантажений вузол, у якому два стержня 
лежать на одній прямій: ;87 NN =  .020 =N  
Вузли 12 та 14 аналогічні вузлу 10: 109 NN = ; 022 =N  та ;1211 NN =  
.024 =N  
Вузол 9 – двостержневий ненавантажений вузол: .0256 == NN  
Обчислюємо тригонометричні функції кутів нахилу стержнів: 
з трикутника 1-4-10 маємо: ;450=α  707,0cossin == αα ; 


















з трикутника, обмеженого стержнем 2 та його проекціями на горизонтальну та 








Далі розглядаємо рівновагу вузлів, починаючи з вузла 1 (рис. 7.3,а), 






























Наступним беремо вузол 4 (рис. 7.3, б), оскільки в ньому два невідомі 
зусилля у стержнях 2 та 14: 
1 13 2 14






cos cos cos cos 0;
sin sin sin sin 0;
29,7 0,707 0,949 0,707 0;
29,7 0,707 0,316 0,707 12 0;
0,707 29,7 0,707 0,745 22,13;
0,949
( 0,745
x N N N N





γ α γ α
γ α γ α
= − − + + =
= − − + − − =
⋅ + ⋅ + ⋅ =⎧⎨ ⋅ + ⋅ − ⋅ − =⎩







22,13) 0,316 0,707 9 0;
0,942 2,01 0;





− ⋅ − ⋅ + =
− + =
= = = − ⋅ − = −
 
 
Далі, пропускаючи розрахунки, знаходимо: 
з вузла 5  ;51,421 −=N  51,223 −=N ; з вузла 11  ;75,315 =N  ;26,209 =N  
з вузла 6  ;25,1116 −=N  ;5,134 −=N  з вузла 7  ;23,145 −=N  ;5,423 =N  
з вузла 13  ;36,617 =N  ;01,911 =N  з вузла 8  .73,1218 −=N  
Перевірку розрахунку виконуємо за рівновагою нерозглянутого раніше 












Результати розрахунку зручно навести на схемі ферми у вигляді значень 
зусиль на відповідних стержнях (рис. 7.4). 
2) Обчислюємо зусилля у заданій панелі №5. 























Зусилля у стержні 11 раціонально визначити способом моментної точки, 
оскільки інші два розрізані перерізом стержні 5 та 17 перетинаються у точці 8. 
Ця точка є моментною для стержня 11, отже, маємо: 
∑ =⋅−⋅= ,011118 hNdRM B  






11 =+=+= . 







N B  
 
Для визначення зусилля у стержні 17 знаходимо точку перетину інших 
двох розрізаних стержнів (5 та 11). Такою є точка С. Отже знову застосовуємо 
спосіб моментної точки: 
∑ =⋅+⋅−= .01717 hNcRM BC  








dc =+  ;
2




hdc =⋅==⋅=  
Плече зусилля 17N  визначаємо з трикутника 13-С-D: 
.48,8707,0)326(sin)2(17 мdch =⋅⋅+=⋅+= α  




























Аналогічно, використовуючи моментну точку 13, визначаємо зусилля 5N : 
∑ =⋅+⋅= ;02 5513 hNdRM B  







N B  
Зусилля у стояках 23 та 24 визначаються з рівноваги вузлів відповідно 7 
та 14. Це було зроблено при обчисленні зусиль способом вирізання вузлів. 
Порівняння дає змогу упевнитися, що результати розрахунків способом 
вирізання вузлів практично співпадають з результатами обчислення способом 
моментної точки. Відзначимо, що більш достовірними є значення, одержані 
способом моментної точки, оскільки вони одержані безпосередньо через 
зовнішні сили. 
3) Виконуємо розрахунок на комп’ютері. Алгоритм розрахунку 
реалізовано у файлі “ Ферма ст. визн.xls”. Відкривши цей файл за допомогою 
програми MS Excel пакету MS Office або OpenOffice.org Calc пакету 
OpenOffice.org, одержуємо на екрані монітора таблицю. У верхній частині 
таблиці 2 наводиться інформація про розташування стержнів у фермі: кожен 
рядок відповідає окремому стержню. Для кожного стержня у цьому рядку 
необхідно поставити -1 у стовпчику, що відповідає вузлу на початку стержня 
(вузол з меншим номером), і 1 у стовпчику, що відповідає вузлу на кінці 
стержня ( вузол з більшим номером). Так, перший стержень розташований між 
вузлами 3 та 4, отже у комірку D3 заносимо значення -1, а у комірку Е3 
заносимо 1. У інших стовпчиках цього рядка для стержня необхідно поставити 
значення 0. Нижче вводяться координати x та y вузлів ферми. Наприклад, вузол 
6 має координати мyмx 4;9 == , отже, у комірку G30 заносимо значення 9, а у 
комірку G31 значення 4. Ще нижче необхідно ввести вузлові навантаження xF  
та yF . Наприклад, у четвертому вузлі прикладена спрямована донизу сила 
122 =F , отже у комірку E33 заносимо 0, а у комірку E34 значення -12. При 
цьому реакції опор не приймаються до уваги.  
Стержні                                                                                                          Вузли                                                                                                           Розв`язання 
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
 
 
1 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0           0,00    
2 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -      23,72    
3 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 -      22,50    
4 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 0 -      13,50    
5 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 -      14,23    
6 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0           0,00    
7 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0         21,00    
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0         21,00    
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0         20,25    
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1 0         20,25    
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 -1           9,00    
12 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1           9,00    
13 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -      29,70    
14 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0           2,12    
15 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0 0 0           3,75    
16 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 -      11,25    
17 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0           6,36    
18 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 -      12,73    
19 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -        6,00    
20 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -        0,00    
21 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 -        4,50    
22 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0           0,00    
23 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0           4,50    
24 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 -        0,00    
25 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0           0,00    
                                                                                         Координати вузлів                                                                                               
 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14   
x 0 18 0 3 6 9 12 15 18 3 6 9 12 15  1 




                                                                                               Навантаження                                                                                                  3 0,9486833 
 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  
0,3162277
7 
 0 0 -6 -12 -12 -6 0 0 0 0 0 0 0 0 4 -0,9486833 
 
=1N =2N =3N =4N =5N =6N =7N =8N =9N =10N =1`1N =12N =13N =14N =15N =16N =17N =18N




Після введення останнього висхідного даного у комірках Q3-Q27 
наводяться результати розрахунку – зусилля у стержнях ферми. Так, 
.0104,6,6985,29 2013 ≈−−=−= ENN  
Порівнюючи результати розрахунку на комп’ютері та ручного 
розрахунку бачимо, що вони практично співпадають. 
Слід мати на увазі: 
• програма « Ферма ст. визн. xls» розрахована на розрахунок 
балочних ферм, що мають максимальну кількість стержнів 25 
та максимальну кількість вузлів 14; 
• якщо кількість стержнів менша, ніж 25, для інших стержнів та 
вузлів необхідно ввести усі значення 0. 
• Визначення зусиль від постійного та тимчасового навантажень 
та максимальних і мінімальних зусиль наведені у таблиці 3. 
За результатами розрахунків (п.1) у стовпчику 2 заносимо значення 
зусиль від одиничного навантаження на лівій половині ферми. З умов 
симетрії заповнюємо стовпчик 3 зусиллями від одиничного навантаження 
на правій половині ферми. Наприклад, зусилля у стержні 5 від одиничного 
навантаження на правій половині ферми дорівнює зусиллю у стержні 2 від 
навантаження на лівій половині ферми. Для визначення зусиль від 
одиничного навантаження на усій фермі у стовпчику 4 підсумовуємо 
зусилля, наведені у стовпчиках 2 та 3. Зусилля від постійного 
навантаження одержуємо у стовпчику 5 помноженням зусиль від 
одиничного навантаження (стовпчик 4) на значення q =3кн/м 2  постійного 
навантаження. Далі, помножуючи зусилля від одиничного навантаження 
(стовпчики 2, 3, 4) на значення p =2кН/м 2  тимчасового навантаження 
одержуємо у стовпчиках 6, 7, 8) зусилля від тимчасового навантаження 
відповідно на лівій та правій половині та на усій фермі. 
Розрахункові зусилля визначаємо у стовпчиках 9, 10. Максимальне 
зусилля одержимо підсумовуючи зусилля від постійного навантаження 
(стовпчик 5) з найбільшим зусиллям від тимчасового навантаження 
обраним зі значень у стовпчиках 6, 7, 8. Якщо максимальне зусилля 
від`ємне, ним нехтуємо. Мінімальне значення одержимо підсумовуючи 
зусилля від постійного навантаження з найменшим (з урахуванням знаку) 
зусиллям від тимчасового навантаження. Якщо мінімальне зусилля 











Зусилля від тимчасового 
навантаження 
Розрахункові зусилля 
ліворуч праворуч на усій 
фермі 







1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 0 0 0 0 0 0 0 - - 
2 -23,72 -14,23 -37,95 -113,85 -47,44 -28,46 -75,9 _ -189,75 
3 -22,5 -13,5 -36,0 -108 -45 -27 -72 _ -180,0 
4 -13,5 -22,5 -36,0 -108 -27 -45 -72 _ -180,0 
5 -14,23 -23,72 -37,95 -113,85 -28,46 -47,44 -75,9 _ -189,75 
6 0 0 0 0 0 0 0 _ _ 
7 21,0 9,01 30,01 90,03 42,0 18,02 60,02 150,05 _ 
8 21,0 9,01 30,01 90,03 42,0 18,02 60,02 150,05 _ 
9 20,26 20,26 40,52 121,56 40,52 40,52 81,04 202,6 _ 
10 20,26 20,26 40,52 121,56 40,52 40,52 81,04 202,6 _ 
11 9,01 21,0 30,01 90,03 18,02 42,0 60,02 150,05 _ 
12 9,01 21,0 30,01 90,03 18,02 42,0 60,02 150,05 _ 




Закінчення таблиці 3 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
14 2,12 6,36 8,48 25,44 4,24 12,72 16,96 42,5 _ 
15 3,75 -11,25 -7,5 -22,5 7,5 -22,5 -15,0 _ -45 
16 -11,25 3,75 -7,5 -22,5 -22,5 7,5 -15,0 _ -45 
17 6,36 2,13 8,49 25,47 12,72 4,26 16,98 42,45 _ 
18 -12,73 -29,7 -42,43 -127,29 -25,46 -59,4 -84,86 _ -212,15 
19 -6,0 0 -6,0 -18 -12,0 0 -12,0 _ -30,0 
20 0 0 0 0 0 0 0 _ _ 
21 -4,51 4,5 -0,01 -0,03 -9,02 9,0 -0,02 8,97 -9,05 
22 0 0 0 0 0 0 0 _ _ 
23 4,5 -4,51 -0,01 -0,03 9,0 -9,02 -0,02 8,97 -9,05 
24 0 0 0 0 0 0 0 _ _ 
25 0 -6,0 -6,0 -18 0 -12,0 -12,0 _ -30,0 
 60
8 Робота №2 Розрахунок тришарнірної арки 
 
Вихідні дані беруть з таблиці 4 та рисунків 8.1, 8.2 за вказівками 
викладача. 
Для заданої тришарнірної арки необхідно побудувати епюри 
згинаючих моментів, поперечних та поздовжніх сил. Результати 
перевірити розрахунком на комп’ютері. 
Схему навантаження узяти за рисунку 8.2. 
Наведемо основні розрахункові формули для визначення 
геометричних та тригонометричних характеристик арок різних обрисів. 
Параболічна арка: 
)(42 xlxl
fy −= ; )2(42 xll
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−⋅=ϕ  ⇒  ϕsin ; ϕcos . 
Синусоїдна арка: 
l




ftg ππϕ cos=  ⇒  ϕsin ; ϕcos . 
Для арок з підвищеною затяжкою абсциси точок D та E на кінцях 































































Приклад. Для арки, наведеної на рисунку 8.3,а побудувати епюри 
внутрішніх зусиль від заданого навантаження. 
Визначаємо реакції опор. 
Вертикальні реакції: 
014105,37;0 =⋅+⋅−⋅⋅−∑ = BA VFqM , 
звідки ;29,11
14
1065,374 kHVB =⋅+⋅⋅=  
,01445,107 =⋅−∑ ⋅+⋅⋅= AB VFqM  
звідки .71,22
14
465,1074 kHVA =⋅+⋅⋅=  
Перевіряємо вертикальні реакції: 
∑ ≡−⋅−+=−⋅−+= .067429,1171,227 FqVVy BA  
Для визначення розпору використовуємо умову рівності нулю 
згинаючого моменту у шарнірі C: 
∑ =⋅−⋅+⋅⋅−=
лів
AC HVqM ,0475,37  
звідки .24,15
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1 14 0 6 1 1 4,0 0,2 1 Парабола 8 0,2 
2 15 2 8 2 2 4,5 0,2
5 
2 Дуга кола 9 0,2
2 
3 16 4 1
0 




4 17 6 1
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7 20 6 1
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8 21 0 2
0 














0 23 8 2
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Перевіряємо обчислене значення розпору: 
∑ ≈=⋅+⋅−⋅−=⋅+⋅−⋅−=
пр
BC VHFM .007,0729,11424,1536743  










lfr =⋅+=+=  
 63
  
При виконанні роботи кількість розрахованих перерізів обмежуємо 
мінімально необхідною для побудови обрису епюр. Призначаємо перерізи 
визначення зусиль. Обов’язкові – це перерізи в точках прикладання 
зосереджених сил, точки на кінцях розподіленого навантаження, для арки 
з підвищеною затяжкою – ще й точки на кінцях затяжки. Враховуючи, що 
зусилля на будь-якій ділянці навантаження змінюються за нелінійним 
законом, між кожними обов’язковими точками призначаємо не менше, ніж 
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моментів є переріз у замковому шарнірі. У цьому прикладі призначаємо 
перерізи А, 1, 2, 3, С, 4, 5, 6, В (рис. 8.3, а).  
Подальші розрахунки виконуємо в таблиці 5. У колонці 2 записуємо 
координати x призначених точок, наприклад, для точки 1 маємо 22 =x м. 
У колонці 3 обчислюємо / 2sin l x
r
ϕ −= , наприклад,  для  точки 1 
маємо 
125,8
27sin −=ϕ =0,615. Значення ϕcos  у колонці 4 обчислюємо будь-
яким відомим способом, наприклад, для точки 1 одержимо 
098,37arcsin =ϕ  і, далі 788,098,37cos 0 = . У колонці 5 обчислюємо 






. Так, для 
точки 1 маємо ( ) 4125,827125,8 22 +−−−=y =2,28м.  
Балочні зусилля 0M  та 0Q  обчислюємо з розрахунку балки 
(рис. 8.3, б). Так, для перерізу 1 маємо: 
42,37124271,221220 =⋅⋅−⋅=⋅⋅−⋅= qVM A кНм; 
71,142471,2220 =⋅−=⋅−= qVQ A кН.  
У наступних колонках обчислюються значення внутрішніх зусиль в 
арці. 
У колонці 8 обчислюються значення yH ⋅ , наприклад для точки 1 
одержимо 75,3428,224,15 =⋅ кНм. Колонка 9 містить значення 
результуючих моментів yHMM ⋅−= 0 , яке для перерізу 1 становить 
величину 67,275,3442,37 =−=M кНм.  
Далі у колонці 10 обчислені добутки ϕcos0 ⋅Q . Для точки 1 це 
59,11788,071,14 =⋅ кН. Колонка 11 містить величини ϕsinH . Ця величина 
для точки 1 становить 37,9615,024,15 =⋅ кН. Значення поперечних сил в 
перерізах арки обчислені у колонці 13 за виразом ϕϕ sincos0 HQQ −= . 



















































1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
А 0 0,862 0,508 0 0 22,71 0 0 11,54 13,14 -1,6 19,58 7,74 -27,32 
1 2 0,615 0,788 2,28 37,42 14,71 34,75 2,67 11,59 9,37 2,22 9,05 12,01 -21,00 
2 4 0,369 0,929 3,43 58,84 6,71 52,57 6,57 6,23 5,62 0,61 2,48 14,16 -16,64 
3 5,5 0,186 0,983 3,86 64,41 0,71 58,83 5,58 0,70 2,83 -2,13 0,13 14,98 -15,11 
С 7 0 1 4 61,03 -5,29 60,96 ≈0 -5,29 0 -5,29 0 15,24 -15,24 
4 8,5 -0,186 0,983 3,86 53,10 -5,29 58,83 -5,73 -5,20 -2,83 -2,37 0,98 14,98 -15,96 
5 10 -0,369 0,929 3,43 45,16 -5,29 
-11,29 








6 12 -0,615 0,788 2,28 22,58 -11,29 34,75 -12,17 -8,90 -9,37 0,47 6,94 12,01 -18,95 
В 14 -0,862 0,508 0 0 -11,29 0 0 -5,74 -13,14 7,40 9,73 7,74 -17,47 
Колонки 13, 14 та 15 відведені для визначення поздовжніх сил.  
Для перерізу 1 маємо: 
 05,9615,071,14sin0 =⋅=ϕQ ; 01,12788,024,15cos =⋅=ϕH  і, нарешті, 
00,21)01,1205,9()cossin( 0 −=+−=+−= ϕϕ HQN кН. 
За одержаними у таблиці 4 значеннями на рисунку 8.3, в побудовані 
епюри внутрішніх зусиль арки. При побудові цих епюр слід враховувати, 
що в межах кожної ділянки навантаження епюра являє собою найкоротшу 
плавну криву, яка з`єднує ординати епюр. 
Порівнюючи характер епюр моментів та поперечних сил, слід мати на 
увазі, що похідна від моменту за змінною, відрахованою вздовж осі арки є 
поперечною силою. Отже, рівність 0=Q  відповідає екстремуму на епюрі 
згинаючих моментів. 
Перевірку розрахунків виконуємо на комп’ютері. Алгоритм 
розрахунку реалізовано у файлі «Арка тришарнірна». Відкривши цей файл 
за допомогою програми MS Excel пакету MS Office або OpenOffice.org Calc 
пакету OpenOffice.org, одержуємо на екрані монітора таблицю 6. У верхній 
частині таблиці наводяться дані про прогон, стрілу підйому, відраховану 
від опор, та від підвищеної затяжки (якщо затяжка відсутня або 
розташована у рівні п’ят, наводиться значення , що дорівнює стрілі 
підйому f ), величину розпору та ознаку обрису осі арки. 
Нижче, у лівій частині таблиці, наводяться номери перерізів, їх 
відстань від лівої опори та величини балочних згинаючих моментів та 
поперечних сил у цих перерізах. Після введення усіх даних у правій 
частині таблиці червоним шрифтом наводяться згинаючі моменти, 




























             Расчет трехшарнирной арки                            
      l      f         Очертание оси   
  1 - по дуге 
окружности 
14 4   1   
  2 - по 
параболе   




   
  3 - по 
синусоиде   
H= 15,24   4  
  4 - 





            Усилия в арке        
№ 
сеч. x 
    
M Q N y 
A 0 0 22,71 0,00 -1,60 -27,30 0,00
1 2 37,42 14,71 2,68 2,22 -21,06 2,28
2 4 58,84 6,71 6,63 0,61 -16,64 3,43
3 5,5 64,41 0,71 5,58 -2,12 -15,11 3,86
C 7 61,03 -5,29 0,07 -5,29 -15,24 4,00
4 8,5 53,1 -5,29 -5,73 -2,39 -15,95 3,86
5 10 45,16 -5,29 -7,05 0,71 -16,12 3,43
5 10 45,16 -11,29 -7,05 -4,87 -18,33 3,43
6 12 22,58 -11,29 -12,16 0,48 -18,96 2,28




Розділ 3 Матеріали для контрольних робіт 
 
9 Кінематичний аналіз споруд 


















10 Статично визначувані ферми 
 Знайти нульові стержні та визначити зусилля у помічених рискою 











































































































11 Тришарнірна арка 
 












Очертание оси – парабола. q=8кН/м; F=20кН; 






Очертание оси – парабола. q=10кН/м; F=20кН; 
l=16м; f=4м; a=4м;с=10м 






Очертание оси – эллипс. q=6кН/м; F=16кН; 





Очертание оси – окружность. q=6кН/м; 
F=24кН; 









Очертание оси – эллипс. q=6кН/м; F=24кН; 






Очертание оси –синусоида. q=7кН/м; F=22кН; 









Очертание оси –синусоида. q=6кН/м; F=18кН; 








Очертание оси – парабола. q=8кН/м; F=20кН; 
















Очертание оси –синусоида. q=6кН/м; F=21кН; 







Очертание оси – окружность. q=6кН/м; 
F=34кН; 
l=24м; f=6м; a=4м; с=8м 
9 
x




Очертание оси –синусоида. q=6кН/м; F=21кН; 
l=18м; f=4м; a=5м; b=6м; с=6м 
10
x 
y q F 
f
l
Очертание оси – эллипс. q=6кН/м; F=24кН; 









Очертание оси – окружность. q=10кН/м; 
F=34кН; 






Очертание оси –синусоида. q=4кН/м; F=22кН; 









Очертание оси –синусоида. q=6кН/м; F=28кН; 








Очертание оси – парабола. q=8кН/м; F=20кН; 
















Очертание оси –синусоида. q=7кН/м; F=22кН; 







Очертание оси – окружность. q=12кН/м; 
F=24кН; 
l=18м; f=5м; a=4м; с=13м 
x




Очертание оси – парабола. q=11кН/м; F=20кН; 








Очертание оси – эллипс. q=6кН/м; F=18кН; 
l=28м; f=6м; a=7м; с=11м 






Очертание оси – парабола. q=7кН/м; F=20кН; 





y q F 
f
l
Очертание оси – эллипс. q=6кН/м; F=24кН; 









Очертание оси – окружность. q=6кН/м; 
F=24кН; 







Очертание оси – парабола. q=8кН/м; F=20кН; 










12 Визначення переміщень 
Визначити вертикальне та горизонтальне переміщення, а також кут 
повороту перерізу К при ;/4;20;4;6 мкНqкНFмhмl ====  







Очертание оси –синусоида. q=6кН/м; F=21кН; 







Очертание оси – окружность. q=6кН/м; 
F=34кН; 






Очертание оси – парабола. q=10кН/м; F=20кН; 
l=16м; f=4м; a=4м; с=5м 






Очертание оси – эллипс. q=6кН/м; F=16кН; 








Очертание оси – парабола. q=8кН/м; F=20кН; 
l=22м; f=5м; a=4м; с=15м 
 







Очертание оси –синусоида. q=6кН/м; F=18кН; 
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